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GEOMETRIA ESPACIAL:
CALCULO DE VOLUME

PRISMAS

Prisma € um sélido construido tomando-se dois poligonos congruentes situados em planos
paralelos e unindo-se os pontos desses poligonos através de segmentos paralelos. Um prisma cuja
base € um poligono de n lados possui:

e 2 bases congruentes;

e n faces laterais (paralelogramos);

e mn+ 2 faces;

e 3n arestas;

e 2n Vértices.

A altura de um prisma € a distancia entre os planos das bases. A imagem ilustra um prisma e suas
partes.

Base Vértice

Face lateral Aresta lateral

Aresta da base

O prisma sera chamado triangular, quadrangular, pentagonal, etc., conforme sua base seja um
triangulo, um quadrilatero, um pentagono, etc. Além dessas nomenclaturas, podemos classificar um
prisma em reto, quando suas arestas laterais sdo perpendiculares aos planos das bases; ou obliquo,
que as arestas sdo obliquas aos planos das bases. Dessa forma, um prisma regular é aquele cujas
bases sdo poligonos regulares.
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AREAS

A area lateral (4;) é asoma das areas das faces laterais. A area total (A7) € asoma da area lateral
com as areas das bases. Representamos por:

AT=AL+AB

ATZZ‘AB+AL

VOLUME

O volume de um prisma é o produto da area da base pela medida da altura. Matematicamente,
temos:

V:AB‘h

PARALELEPIPEDO

Paralelepipedo € um prisma cujas bases sdo paralelogramos. A superficie total de um
paralelepipedo é a reunido de seus paralelogramos.

Um paralelepipedo reto € um prisma reto cujas bases sdo paralelogramos. A superficie total de
um paralelepipedo reto € a reunido de quatro retangulos (faces laterais) e dois paralelogramos (bases).
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Um paralelepipedo reto-retangulo, paralelepipedo retangulo ou ortoedro, € um prisma reto cujas
bases sdo retangulares. A superficie total de um paralelepipedo retangulo é a reunido de seis
retangulos.

D =+a?+b* +¢*
A &rea e 0 volume de um paralelepipedo podem ser reescritos da seguinte forma:
Ar =2-(ab + ac + bc)

V=a-b-c

CUBO

O cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas sdao congruentes. Dado um cubo de aresta a,
calcularemos sua diagonal D, sua érea total Ay e seu volume V da seguinte maneira.
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CILINDROS

Considere dois circulos de mesmo raio, situados em dois planos paralelos, e a reta s, que passa
pelos centros destes. Chama-se cilindro circular ou cilindro a reunido dos segmentos paralelos a s
que unem os dois circulos. Se as geratrizes sdo obliquas aos planos das bases, temos um cilindro
circular obliquo. Se as geratrizes sdo perpendiculares aos planos das bases, temos um cilindro
circular reto. O cilindro circular reto é também chamado cilindro de revolugdo, pois é gerado pela
rotagdo de um retangulo em torno de um eixo que contém um dos seus lados.

As bases sdo circulos congruentes situados em planos paralelos; o eixo é a reta determinada pelos
centros das bases; as geratrizes sdo o0s segmentos, paralelos ao eixo, com extremidades nas
circunferéncias das bases; e a altura é a distancia h entre os planos das bases.

base

«— altura (h)

ralo da base (r)
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Uma secdo meridiana é a interse¢do do cilindro com um plano que contém a reta 00’ determinada
pelos centros das bases. A se¢do meridiana de um cilindro € um paralelogramo, e a de um cilindro
reto € um retangulo. Um cilindro equilatero é um cilindro cuja secdo meridiana é um quadrado.

2r
Cilindro reto Secdo meridiana
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AREAS
Planificando a superficie lateral de um cilindro reto, obtemos um retdngulo de dimens6es 2m - r e
h. Logo, a superficie lateral de um cilindro circular reto é equivalente a um retangulo de dimensées

27 - r (comprimento da circunferéncia da base) e h (altura do cilindro). Portanto, a &rea lateral do
cilindro, a area da base (area de um circulo) e a area total, sdo dadas por:

I

Ag =1 1?

Ar=2m-r-(h+r)

VOLUME
O volume de um cilindro é dado igualmente como o volume de um prisma, ou seja, o produto da
area da base pela medida da altura, matematicamente:

V=m-r*-h

PIRAMIDE

Considere um poligono convexo situado num plano a e um ponto V fora de a. Chama-se piramide
a reunido dos segmentos com uma extremidade em V e a outra nos pontos do poligono. Assim, V é o
vértice da piramide, e o poligono ABC... MN ¢ a base da piramide.

v
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Uma pirdmide possui:
1 base;
n faces laterais (tridngulos);
n + 1 faces;
n arestas laterais;
2n arestas;
n + 1 vértices.
A altura de uma pirdmide é a distancia h entre o vértice e o plano da base.

V__~ vértice

__—>aresta da face

Uma pirdmide seréa triangular, quadrangular, pentagonal, etc., conforme sua base seja um triangulo,
um quadrilatero, um pentagono, etc. Piramide regular é uma pirdmide cuja base é um poligono
regular, e a projecdo ortogonal do veértice sobre o plano da base é o centro da base. Numa pirdmide
regular, as arestas laterais sdo congruentes, e as faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes.
Chama-se apdtema de uma piramide regular a altura (relativa ao lado da base) de uma face lateral.

ApbStema da pirdmide

Pir@mide regular hexagonal
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RELACOES NUMA PIRAMIDE REGULAR

Considere a piramide quadrangular regular ABCDV:

v

VM é o ap6tema (a,,) da piramide regular;
OM ¢ o ap6tema (a,,) da base;
0A ¢ o raio R da circunferéncia circunscrita a base;
VA é a aresta lateral L da piramide;
VO éaaltura h da piramide.
Dos triangulos formados na figura anterior, tiramos as seguintes relagdes, validas para toda
piramide regular:
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AREAS

Para uma piramide qualquer, a area lateral corresponde a soma das areas de todas as faces laterais.
Como em uma piramide regular as faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes, para calcular a
area lateral, fazemos a area de uma face lateral multiplicada pelo nimero de faces laterais. A area
total de uma pirdmide corresponde a soma da area lateral com a area da base. Representamos por:
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AT=AL+AB
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VOLUME

Seja Ap a &rea da base e h a altura de uma pirdmide qualquer. O volume V dessa piramide é:

SECOES

Quando seccionamos uma piramide por um plano paralelo a base, separamos essa piramide em
dois sdélidos. O solido que contém o vértice € uma nova piramide. Ja o sélido que contém a base da
piramide é chamado tronco de piramide de bases paralelas. A nova piramide primitiva tem bases
semelhantes, e os elementos lineares homdlogos (arestas das bases, arestas laterais, alturas, etc.) sdo
proporcionais. Assim, dizemos que elas sdo semelhantes.

W

RAZAO DE SEMELHANCA

Dadas duas piramides semelhantes, a razao entre dois elementos lineares homologos é denominada
razao de semelhanca. Essa razao sera representada por k.
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Logo, para razdes entre areas homdlogas, teremos:
@) -G -3
L) \H =~ Ag
Para razdes entre volumes das piramides semelhantes, em que V e v sdo os volumes das piramides
grande e pequena, respectivamente, teremos:
3

@ =G =7

CONES

Consideremos um circulo de centro O e raio r situado num plano a e um ponto V fora dele. Chama-
se cone circular a reunido dos segmentos de reta com uma extremidade em V e a outra no circulo.

Eixo
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Raio da base Base

Um cone tem como elementos:
Base: o circulo de centro O e raio r;
Geratrizes: 0s segmentos com extremidades em V e na circunferéncia da base;
Vértice: o ponto V, citado anteriormente;
Altura: a distancia entre o vértice e o plano da base;
Eixo: a reta que contém o vértice e o centro da base.

Chamaremos de superficie lateral a reunido das geratrizes e, a area dessa superficie é chamada
area lateral, indicada por A;. Sua superficie total é a reunido da superficie lateral com o circulo da
base. A area dessa superficie é chamada area total, indicada por Ay. Se o eixo do cone é obliquo ao
plano da base, temos um cone circular obliquo; se o eixo do cone € perpendicular ao plano da base,
temos um cone circular reto.
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O cone circular reto é também chamado cone de revolucéo, pois é gerado pela rotagdo de um
triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um de seus catetos. Assim, temos a seguinte
relacao:

gz — hZ + 1"2

SECOES

Secdo meridiana é a intersecdo do cone com um plano que contém o seu eixo. A secdo meridiana
de um cone circular reto ou cone de revolucdo € um triangulo is6sceles. Ja em um cone equilatero,
sua secdo meridiana € um triangulo equilatero.
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Cone circular reto

Cone equilatero

Ag=m-T
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A=m-r-g

AT=AB+AL=11'-T-(g+r)
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VOLUME

O volume de um cone é a terca parte do produto da area da base pela medida da altura.
Matematicamente:

ESFERAS

Considere um ponto O e um segmento de medida R. Denomina-se esfera de centro O e raio R ao
conjunto dos pontos P do espaco, tais que a medida OP seja menor ou igual a R. A esfera é um sélido
de revolucdo gerado pela rotacdo de um semicirculo em torno do eixo que contém o diametro.

SECAO
Toda secdo plana de uma esfera é um circulo. Se o plano secante passa pelo centro da esfera, temos

como sec¢do um circulo maximo da esfera. Sendo R o raio da esfera, d a distancia do plano secante
ao centro e r o raio da secdo, vale a relagéo:
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POLOS DE UMA ESFERA

Polos relativos a uma secdo da esfera sdo as extremidades do diametro perpendicular ao plano
dessa secéo.

AREA

Chama-se superficie da esfera de centro O e raio R o conjunto dos pontos P do espago, tais que a
medida OP seja igual a R. A area A da superficie de uma esfera de raio R é dada por:

A=4-m-R?

VOLUME

FUSO ESFERICO

E a regido da superficie da esfera compreendida entre duas semicircunferéncias com extremidades
nos polos da esfera. O angulo a, medida na secdo equatorial, e o raio R da esfera caracterizam o fuso.
Sendo a o0 angulo do fuso, temos:
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CUNHA ESFERICA

E a regido da esfera compreendida entre dois semicirculos que contém o seu diametro. A cunha é
caracterizada pelo raio da esfera e pela medida do &ngulo . Sendo a 0 angulo da cunha, temos:

01. (ENEM-2019) O rotulo da embalagem de um cosmético informa que a dissolucdo de seu
contetido, de acordo com suas especificagdes, rende 2,7 litros desse produto pronto para o uso. Uma
pessoa serd submetida a um tratamento estético em que devera tomar um banho de imersdo com esse
produto numa banheira com capacidade de 0,3 m3. Para evitar o transbordamento, essa banheira sera
preenchida em 80% de sua capacidade. Para esse banho, o nimero minimo de embalagens desse
cosmético é:

(A)9

(B) 12

(C) 89

(D) 112

(E) 134
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02. (ENEM-2017) Uma rede hoteleira dispGe de cabanas simples na ilha de Gotland, na Suécia,
conforme Figura 1. A estrutura de sustentacdo de cada uma dessas cabanas esta representada na Figura
2. A ideia é permitir ao hospede uma estada livre de tecnologia, mas conectada com a natureza.

A forma geométrica da superficie cujas arestas estdo representadas na Figura 2 é:
(A) tetraedro

(B) piramide retangular

(C) tronco de piramide retangular

(D) prisma quadrangular reto

(E) prisma triangular reto

03. (ENEM-2018) Um artesdo possui potes cilindricos de tinta cujas medidas extremas sdo 4 cm de
didmetro e 6 cm de altura. Ele pretende adquirir caixas organizadoras para armazenar seus potes de
tinta, empilhados verticalmente com tampas voltadas para cima, de forma que as caixas possam ser
fechadas. No mercado, existem cinco op¢Oes de caixas organizadoras, com tampa, em formato de
paralelepipedo reto retdngulo, vendias pelo mesmo preco, possuindo as seguintes dimensdes internas:

Comprimento | Largura Altura
(cm) (cm) (cm)

I 8 8 40
Il 8 20 14
I 18 5 35
v 20 12 12
v 24 8 14

Modelo

Qual desses modelos o artesdo deve adquirir para conseguir armazenar 0 maior nimero de potes por
caixa?

(A

|) 1

(©) 1l

(D) IvV

BV
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04. (ENEM-2013) Num parque aquatico existe uma piscina infantil na forma de um cilindro circular
reto, de 1 m de profundidade e volume igual a 12 m3, cuja base tem raio R e centro O. Deseja-se
construir uma ilha de lazer seca no interior dessa piscina, também na forma de um cilindro circular
reto, cuja base estara no fundo da piscina e com centro da base coincidindo com o centro do fundo da
piscina, conforme a figura. O raio da ilha de lazer seré& r. Deseja-se que apds a construcdo dessa ilha,
0 espaco destinado a agua na piscina tenha um volume de, no minimo, 4 ma.

Ilha de lazer

Considere 3 como valor aproximado para . Para satisfazer as condi¢des dadas, o raio maximo da
ilha de lazer r, em metros, estara mais proximo de

(A) 1,6

(B) 1,7

(©) 20

(D) 3,0

(E) 3,8

GABARITO
| 01-

01. (ENEM-2018) A figura mostra uma anticlepsidra, que é um sélido geométrico obtido ao se retirar
dois cones opostos pelos vértices de um cilindro equilatero, cujas bases coincidam com as bases desse
cilindro. A anticlepsidra pode ser considerada, também, como o sélido resultante da rotacdo de uma
figura plana em torno de um eixo.
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02. (ENEM-2016) Em regides agricolas, € comum a presenca de silos para armazenamento e secagem
da producdo de grdos, no formato de um cilindro reto, sobreposto por um cone, e dimensdes indicadas
na figura. O silo fica cheio e o transporte dos gréos ¢ feito em caminhdes de carga cuja capacidade é
de 20 m2. Uma regido possui um silo cheio e apenas um caminhdo para transportar os gréos para a
usina de beneficiamento.

Utilize 3 como aproximagdo para . O nUmero minimo de viagens que o caminhdo precisara fazer
para transportar todo o volume de gréos armazenados no silo é

(A)6

(B) 16

(C) 17

(D) 18

(E) 21

03. (ENEM-2015) Ao se perfurar um pogo no chéo, na forma de um cilindro circular reto, toda a terra
retirada é amontoada na forma de um cone circular reto, cujo raio da base é o triplo do raio do pogo
e a altura é 2,4 metros. Sabe-se que 0 volume desse cone de terra € 20% maior do que o volume do
poco cilindrico, pois a terra fica mais fofa apos ser escavada. Qual é a profundidade, em metros, desse
pogo?

(A) 1,44

(B) 6,00

(©) 7,20

(D) 8,64

(E) 36,00
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04. (ENEM-2014) Para comemorar o aniversario de uma cidade, um artista projetou uma escultura
transparente e oca, cujo formato foi inspirado em uma ampulheta. Ela é formada por trés partes de
mesma altura: duas séo troncos de cone iguais e a outra € um cilindro. A figura ¢ a vista frontal dessa
escultura.

No topo da escultura foi ligada uma torneira que verte agua, para dentro dela, com vazao constante.
O grafico que expressa a altura (h) da agua na escultura em fungéo do tempo (t) decorrido é:

1

(A

PREPARATORIO ENEM
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05. (ENEM-2018) Uma fabrica comercializa chocolates e uma caixa de madeira, como a da figura
abaixo (20, 8, 20):

%cm
20 em

A caixa de Madeira tem as dimens@es de um paralelepipedo reto retangulo, cujas dimensdes externas,
em centimetros, estdo indicadas na figura. Sabe- se também que a espessura da madeira, em todas as
suas faces, é de 0,5 cm. Qual é o volume de madeira utilizado, em cm?, na construgio de uma caixa
de madeira como a descrita?

(A) 654

(B) 666

(C) 673

(D) 681

(E) 693

06. (ENEM-2018) Uma empresa especializada em embalagem de papelao recebeu uma encomenda
para fabricar caixas para um determinado modelo de televisor, como o da figura.

18 cm

A embalagem deve deixar uma folga de 5 cm em cada uma das dimensdes. Esta folga sera utilizada
para proteger a televisdo com isopor. O papeldo utilizado na confec¢do das caixas possui uma
espessura de 0,5 cm. A empresa possui 5 protétipos de caixa de papeldo, na forma de um
paralelepipedo reto-retangulo, cujas medidas externas: comprimento, altura e largura, em centimetro,
sdo respectivamente iguais a:

Caixa 1: 68,0 x 50,0 x 18,5

Caixa 2: 68,5 x 50,5x 19,0

Caixa 3: 72,5 x 54,5 x 23,0

Caixa 4: 73,0 x 55,0 x 23,5

Caixa 5: 73,5 x 55,5 x 24,0
O modelo de caixa de papeldo que atende exatamente as medidas das dimensdes especificadas é a:
(A) caixa l
(B) caixa 2
(C) caixa 3
(D) caixa 4
(E) caixa 5
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07. (ENEM-2017) Para a Olimpiada de 2012, a piscina principal do Centro Aquatico de Londres,
medindo 50 metros de comprimento, foi remodelada para ajudar os atletas a melhorar suas marcas.
Observe duas das melhorias:

Profundidade

Largura das raias 3 metros
Cada uma das dez raias Com essa
mede 2,5 metros, conforme profundidade, a agua
o padrio oficial. Nas provas que se movimenta em

diregao ao fundo da

finais, a primeira e a décima o .
piscina demora mais para

ficarao vazias para evitar retarnar a superficie
que as ondas desfavorecam e nio atrapalha a

os atletas progressao dos
nadadores

A capacidade da piscina em destaque, em metro cubico, é igual a:
A) 3750

(B) 1 500

(C) 1250

(D) 375

(E) 150

08. (ENEM-2017) Uma empresa especializada em conservacdo de piscinas utiliza um produto para
tratamento da &dgua cujas especificacbes técnicas sugerem que seja adicionado 1,5 mL desse produto
para cada 1000 L de 4gua da piscina. Essa empresa foi contratada para cuidar de uma piscina de base
retangular, de profundidade constante igual a 1,7 m, com largura e comprimento iguaisa3 me5m,
respectivamente. O nivel da lamina d'agua dessa piscina € mantido a 50 cm da borda da piscina.

A quantidade desse produto, em mililitro, que deve ser adicionada a essa piscina de modo a atender
as suas especificacOes técnicas €

(A) 11,25

(B) 27,00

(C) 28,80

(D) 32,25

(E) 49,50

09. (ENEM-2016) Um petroleiro possui reservatorio em formato de um paralelepipedo retangular
com as dimensdes dadas por 60 m x 10 m de base e 10 m de altura. Com o objetivo de minimizar o
impacto ambiental de um eventual vazamento, esse reservatério e subdividido em trés
compartimentos, A, B e C, de mesmo volume, por duas placas de a¢o retangulares com dimensodes de
7 m de altura e 10 m de base, de modo que os compartimentos séo interligados, conforme a figura.
Assim, caso haja rompimento no casco do reservatorio, apenas uma parte de sua carga vazara.

10m

A
|
|
|

- — - = J— — 4 — — —
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uponha que ocorra um desastre quando o petroleiro se encontra com sua carga maxima: ele sofre
um acidente que ocasiona um furo no fundo do compartimento C.
Para fins de calculo, considere despreziveis as espessuras das placas divisorias.
Apos o fim do vazamento, o volume de petr6leo derramado tera sido de
(A) 1,4 x 103 m3
(B) 1,8 x 103 m3
(C)2,0x103m3
(D) 3,2 x 103 m?
(E) 6,0 x 103 m3

10. (ENEM-2015) Uma fabrica de sorvetes utiliza embalagens plasticas no formato de paralelepipedo
retangular reto. Internamente, a embalagem tem 10 cm de altura e base de 20 cm por 10 cm. No
processo de confecgdo do sorvete, uma mistura é colocada na embalagem no estado liquido e, quando
levada ao congelador, tem seu volume aumentado em 25%, ficando com consisténcia cremosa.
Inicialmente é colocada na embalagem uma mistura sabor chocolate com volume de 1 000 cm3 e,
apos essa mistura ficar cremosa, sera adicionada uma mistura sabor morango, de modo que, ao final
do processo de congelamento, a embalagem fique completamente preenchida com sorvete, sem
transbordar. O volume maximo, em cm3, da mistura sabor morango que devera ser colocado na
embalagem é

(A) 450

(B) 500

(C) 600

(D) 750

(E) 1 000

11. (ENEM-2015) Uma carga de 100 contéineres, idénticos ao modelo apresentado na Figura 1,
devera ser descarregada no porto de uma cidade. Para isso, uma area retangular de 10 m por 32 m foi
cedida para o empilhamento desses contéineres

Area para
armazenar
contéineres

10m

Figura 1 Figura 2
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De acordo com as normas desse porto, os contéineres deverdo ser empilhados de forma a nédo
sobrarem espacos nem ultrapassarem a area delimitada. Ap6s o empilhamento total da carga e
atendendo a norma do porto, a altura minima a ser atingida por essa pilha de contéineres é
(A)125m

(B)17,5m

(C)25,0m

(D) 22,5m

(E) 32,5 m

12. (ENEM-2015) Em uma confeitaria, um cliente comprou um cupcake (pequeno bolo no formato
de um tronco de cone regular mais uma cobertura, geralmente composta por um creme), semelhante
ao apresentado na figura:

Como o bolinho ndo seria consumido no estabelecimento, o vendedor verificou que as caixas
disponiveis para embalar o doce eram todas em formato de blocos retangulares, cujas medidas estéo
apresentadas no quadro:

Dimensoes
(comprimento x largura x altura)
| 85cmx 122 cmx 9.0 cm
Il 10 cmx 11 ecmx 15 cm

Embalagem

1l 72cmx 82cmx 16 cm
IV 7ocmx7.8cmx95cm
A" 15 cmx8cmx 9cm

A embalagem mais apropriada para armazenar o doce, de forma a ndo deforma-lo e com menor
desperdicio de espago na caixa, é

(A)

B) 1

©

(D) IV

(E) V
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3. (ENEM-2015) Uma fabrica que trabalha com matéria-prima de fibra de vidro possui diversos
modelos e tamanhos de caixa-d’agua. Um desses modelos é um prisma reto com base quadrada. Com
0 objetivo de modificar a capacidade de armazenamento de agua, esta sendo construido um novo
modelo, com as medidas das arestas da base duplicadas, sem a alteracdo da altura, mantendo a mesma
forma. Em relacdo ao antigo modelo, o volume do novo modelo é:

(A) oito vezes maior
(B) quatro vezes maior
(C) duas vezes maior
(D) a metade

(E) a quarta parte

14. (ENEM-2014) Conforme regulamento da Agéncia Nacional de Aviagdo Civil (Anac), o
passageiro que embarcar em voo doméstico podera transportar bagagem de mao, contudo a soma das
dimensdes da bagagem (altura + comprimento + largura) ndo pode ser superior a 115 cm. A figura
mostra a planificacdo de uma caixa que tem a forma de um paralelepipedo retéangulo.

-

24 cm

r

O maior valor possivel para x, em centimetros, para que a caixa permaneca dentro dos padrbes
permitidos pela Anac é:

(A) 25

(B) 33

(C) 42

(D) 45

(E) 49
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5. (ENEM-2014) Uma lata de tinta, com a forma de um paralelepipedo retangular reto, tem as
dimensdes, em centimetros, mostradas na figura.
[—

24

24
Sera produzida uma nova lata, com os mesmos formato e volume, de tal modo que as dimensdes de
sua base sejam 25% maiores que as da lata atual. Para obter a altura da nova lata, a altura da lata atual
deve ser reduzida em

(A) 14,4%

(B) 20,0%

(C) 32,0%

(D) 36,0%

(E) 64,0%

16. (ENEM-2015) Para resolver o problema de abastecimento de dgua foi decidida, numa reunido do
condominio, a construgdo de uma nova cisterna. A cisterna atual tem formato cilindrico, com 3 m de
altura e 2 m de didmetro, e estimou-se que a nova cisterna devera comportar 81 m3 de agua, mantendo
o formato cilindrico e a altura da atual. Apds a inauguragéo da nova cisterna a antiga sera desativada.
Utilize 3,0 como aproximacao para 7. Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna para
atingir o volume desejado?

(A)0,5

(B) 1,0

(©) 2,0

(D) 3,5

(E) 8,0

GABARITO:
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